Théorie du calcul - Théoréeme de Cook-Levin
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Théoreme (Cook-Levin, 1971)
SAT est NP-complet.
» 1) SAT est dans NP: sur instance ¢ de SAT, une assignation

A satisfaisant ¢ peut servir de certificat. Il est facile de vérifier
que A satisfait ¢ en temps polynomial.
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SAT est NP-complet

» 2) SAT est NP-difficile.
Aucun probléme duquel réduire. Il faut montrer que
VL e NP, L <p SAT.

» Soit L € NP. Alors 4 MT non-déterministe M dont le langage
accepté est L, en temps O(n¥), avec k € N.

» Pour simplifier, on pose ce temps comme n*.



Configurations

Définition

Configuration de M (sur entrée w de taille n):

chaine de longueur O(n*) qui représente I'état de la mémoire, la
position de la téte et |'état courant.

# S1 S S3 ... S-1 q S ... Spk #

#: début et fin.
si: symboles de la mémoire.
q: état courant, placé a la position de la MT M (symbole vu: s;).



Tableaux

Définition

Tableau de configuration: séquence de configurations de M.
Rangée 1: était initial sur entrée w.

Rangée i — i 4 1 est possible selon les spécifications de M.

# qo w1 Wy ... W, . o el o

# w1 g1 We ... W, . o o

# wr X o ... Wy e o e o

# s1 S S3 ... Si_1 q S cee Spk

/ /

# S1 So S3 . Si—1 Si q Spk
/ / ! / / / /

# s S, S3 ... Si1 S Siy1 -+ Sy

F* oHFH FHIHFH



Tableaux

Un mot w est accepté < il existe un tableau de M avec < n
rangées, dans lequel une rangée contient un état acceptant.

k

# do wm W Wn - - T
# wmoq W Wn o o . #
# o w X q2 Wn G = #
# s1 s S3 sic1 g S Spk H#
/ /
# 51 S 08 Si-1 S q Spk F
/ / / / / / /
# oS % 05 Si-1 Si Sipa Spe
Pour savoir si w € L, il “suffit” de regarder tous les tableaux

possibles de dimension n

k

X n

k

sur entrée w.
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Réduction

Réduction d'un langage arbitraire L € NP vers SAT.
P Sur entrée w instance de L, générer une instance transformée
f(w) = ¢ de SAT en temps polynomial, telle que:
P il existe un tableau de M sur entrée w contenant une rangée

acceptante

=
¢ est satisfaisable.

> La formule ¢ “encode” I'existence d'un tableau acceptant.



Réduction

Il existe un tableau de M sur entrée w contenant une rangée
acceptante

iS4

¢ est satisfaisable.

¢ doit encoder 4 conditions d'un tableau valide de M:
1. le tableau démarre dans I'état initial sur entrée w;
2. chaque case du tableau a une valeur bien définie;

3. il y a une rangée acceptante dans le tableau;

4

. chaque rangée i peut mener a la rangée i + 1 selon M.



Réduction

Il existe un tableau de M sur entrée w contenant une rangée
acceptante

iS4

¢ est satisfaisable.

@ = Pinit \ Pcase N ¢accept N @move, OU:
1. @init: le tableau démarre dans I'état initial sur entrée w;
2. (case: chaque case du tableau a une valeur bien définie;
3. @accept: 11y a une rangée acceptante dans le tableau;

4. ®move: chaque rangée i peut mener a la rangée i 4+ 1 selon M.



Réduction

Variables de ¢: pour i,j € O(n¥) et s € X,
Xi7j’s

est une variable de ¢.
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Réduction

Variables de ¢: pour i,j € O(n*) et s € T,
Xi7j?s
est une variable de ¢.

Interprétation:
Xij,s = V veut dire “on met s a la case i, du tableau”.
xij,s = F veut dire “on ne met pas s a la case /,j du tableau”.

Demande O(nk - n* - |Z|) = O(n?*) variables.



Réduction

F HFH F I

q0
w1
wi

S1
S1

wo
W2
az

S3
53

Whn
Whn

Si—1
Si—1
/

Si-1

X12m = F

Si

/
Si+ 1

X12w = F

n

etc.

F oHFH O FHIHFH



Réduction

¢ = ¢init A ¢case A ¢accept A ¢move-

Ginit: le tableau démarre dans I'état initial sur entrée w.

Dinit = X1,1,# N X120 N XL3,wq N X1,4,u/\
A

X1,n+2,wn N X103, N - A X1,nk 43,4



Réduction

¢ = (Z)init A (bcase A ¢accept A ¢move-
@case: chaque case du tableau a une valeur bien définie.

Toute case /,j contient s; et rien d'autre, ou s, et rien d'autre, etc
Soit S =X U QU {#} les symboles possibles.



Réduction

¢ = (Z)init A (bcase A ¢accept A ¢move-
@case: chaque case du tableau a une valeur bien définie.

Toute case /,j contient s; et rien d'autre, ou s, et rien d'autre, etc
Soit S =X U QU {#} les symboles possibles.

Pcase = /\ \/ Xij,s N\ \/ Xijit

ij \seS teS\{s}



Réduction

¢ = (binit A (bcase A ¢accept A ¢move-

®accept: le tableau contient une rangée acceptante. Soit A
I'ensemble des états acceptants.

(baccept = \/ \/ Xij.q

ij qeEA



Réduction

¢ = ¢init A chase A Qbaccept A d)move-

Pmove: Chaque transition de rangée i — i + 1 est possible selon M.

» On aimerait bien faire un gros OU sur toutes les paires de
configurations consécutives valides.
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Réduction

¢ = ¢l’nit A chase A ¢accept A d)move-

Pmove: Chaque transition de rangée i — i + 1 est possible selon M.

» On aimerait bien faire un gros OU sur toutes les paires de
configurations consécutives valides.

» Mais il y a un nombre exponentiel de configurations. On ne
pourrait pas générer ¢ en temps polynomial!

» On regarde seulement les sous-tableaux 2 x 3 et on vérifie que
eux sont tous possibles.

> Un sous-tableau 2 x 3 est une fenétre légale.



Fenétres légales

# q w
# | w | g1
# | w | x

# 51 9
# 51 S
# s s

W2
wo
az

53
S3

Wn
Whn

Si—1
Si—1

S

/
Sit1

Spk

Sk

F  HFH HHFHF*



Fenétres légales

o w1 w2
wip | g1 | W2
wi | X qz
S1 52 53
S1 S S3
st S S

Wn
Whn

Si—1
Si—1

S

/
Sit1

Spk

Sk

F  HFH HHFHF*



Fenétres légales

et Mo 8(g,a)" $q, b RS §lg,, k) g(gz‘g,L (g*,a@g

E B ERE

RPN AalL [« o -gv. N
7 T [alx



Réduction

¢ = Qsinit A ¢case A Qbaccept A Qbmove-

Pmove: Chaque transition de rangée i — i + 1 est possible selon M.

Lemme

Un tableau est valide si et seulement si sa premiéere rangée est
I'état initial correct et chaque fenétre 2 x 3 est légale.



Réduction

¢ = Cbinit A ¢case A Qbaccept A Qbmove-

Pmove: Chaque transition de rangée i — i + 1 est possible selon M.

Lemme
Un tableau est valide si et seulement si sa premiéere rangée est
I'état initial correct et chaque fenétre 2 x 3 est légale.

» Nombre constant de valeurs possibles dans une case. Le
nombre de fenétres possibles est constant: (|| + |Q| + 1)®

» Pour chaque fenétre possible, on vérifie avec M si la fenétre
est légale (temps polynomial).



Réduction

QZS = (lsinit A gbcase A Qbaccept A ﬁbmove-

Pmove: Chaque transition de rangée i — i + 1 est possible selon M.

Omove = /\ “les six cases autour de 7, j forment une fenétre légale”
ij



Réduction

& = Ginit N bcase N Paccept /\ Pmove €st satisfaisable.
<~

Il existe un tableau valide de M sur entrée w.
=
we L.

f s'exécute en temps polynomial et w € L < f(w) € SAT et donc
SAT est NP-difficile!



